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Специальность – Математика
Курс – 3, семестр - 5

Часть 2. МЕТОДЫ ОПТИМИЗАЦИИ

Лекция № 13. Принцип максимума Понтрягина. 2 
Рассматривается задача оптимального управления, характеризуемая системой дифференциальных уравнений с векторным управлением. Рассматривается также задача оптимального управления с фиксированным конечным состоянием. Для приближенного решения соответствующих условий оптимальности применяется метод стрельбы. Приводятся примеры.

13.1. Постановка задачи оптимального управления
Распространим полученные ранее результаты на более общую задачу оптимального управления. Рассматривается система, описываемая системой дифференциальных уравнений  

                                                                                                                           (13.1)       
с начальными условиями 
                                     х(0) = х0 ,                                                                                          (13.2)                                   



где  – вектор-функция, характеризующая состояние системы,  – управление, f – известная функция своих аргументов,  – известное начальное состояние системы. Задавая некоторое значение управления u и решая задачу Коши (13.1), (13.2), можно определить закон эволюции рассматриваемой системы. 
Управление выбирается из множества допустимых управлений 



где  – заданное замкнутое подмножество r-мерного евклидова пространства. В качестве критерия оптимальности выбирается функционал

,
где g и h – известная функция своих аргументов. 
Ставится следующая задача оптимального управления:
Задача 13.1. Найти такую функцию u из множества U, которая минимизирует на этом множестве функционал I. 



Очевидно, при    получаем рассмотренную ранее задачу 12.1.

13.2. Принцип максимума.
Для решения задачи в соответствии с методом множителей Лагранжа введем функционал



 – множители Лагранжа. Очевидно, в том случае, когда функция х удовлетворяет уравнению (13.1), для любой вектор-функции рфункционалы L и I совпадут. 
Определим функцию

                                                                             (13.3)                                       
Тогда функционал L записывается в виде

.
Предположим, что функция u является оптимальным управлением, т.е. справедливо неравенство
                                             I  =  I(v,y) – I(u,x)  0  vU,                                           (13.4)
где х и у – решения задачи (13.1), (13.2) на управлениях u и v соответственно. Тогда неравенство (13.4) может быть сведено к соотношению
                                       L  =  L(v,y,р) – L(u,x,р)  0 vU, р                                  (13.5)      
Найдем приращение функционала


где 
H = H(t,v,y,р) – H(t,u,x,р), h = h[y(T)] – h[x(T)].

Предположим, что входящие в постановку задачи известные функции являются достаточно гладкими. Тогда, обозначив  и пользуясь разложением в ряд Тейлора, получаем



где  а 1 есть величина более высокого порядка относительно х(T). Аналогично находим значение 





где  2 есть величина более высокого порядка относительно х, 


В результате сделанных преобразований неравенство (13.5) приводится к следующему виду

       (13.6)              
где
uH = H(t,v,x,р) – H(t,u,x,р), 


Интегрируя по частям, находим значение интеграла 


поскольку  х(0) = у(0) = х0. В результате неравенство (13.6) приводится к виду

                      (13.7)   
Учитывая произвольность вектор-функции р, подберем ее таким образом, чтобы соотношение (13.7) имело как можно более простой вид. Для этого достаточно предположить, что эта функция удовлетворяет уравнению

                                                                                                                                (13.8)
с условием 
р(T) = -hx ,                                                        (13.9)


где  Соотношения (13.8), (13.9) называют сопряженной системой. В результате неравенство (13.7) записывается следующим образом:

                                                                                              (13.10)
Для преобразования неравенства (13.10) воспользуемся той же методикой, что и в предшествующем случае, воспользуемся понятием игольчатой вариации. Пусть  есть произвольная точка интервала (0,Т), а w – произвольное допустимое управление. Определим управление 

.
Очевидно, оно принадлежит множеству U и при достаточно малых значений  является сколь угодно близким к u. Тогда для этого управления выполняется неравенство (13.10).


В силу близости управления  к u при малых значениях , соответствующее ему состояние системы будет достаточно близко к состоянию х, а значит, приращение х будет достаточно мало. Тогда величина , в принципе, будет иметь второй порядок малости. Разделим неравенство (13.10) на 2 и перейдем к пределу при 0 с учетом теоремы о среднем. Будем иметь 




Учитывая произвольность точки  и значения управления  на множестве , приходим окончательному соотношению 

                                                      (13.12) 
В результате приходим к следующему утверждению, называемому принципом максимума Понтрягина:
Теорема 13.1. Для того чтобы управление u было решением задачи оптимального управления, необходимо, чтобы оно удовлетворяло условию максимума (13.12), где х – соответствующее ему решение задачи (13.1), (13.2), а р – решение сопряженной системы (13.8), (13.9).

Замечание 13.1. Мы вновь строго не обосновывали предельный переход при выводе условий оптимальности и не уточняли условия, которые должны быть наложены на параметры задачи, гарантирующие справедливость утверждений теоремы.

В соответствии с принципом максимума для решения задачи требуется найти функции u, х, р из соотношений (13.1), (13.2), (13.8), (13.9), (13.12). Отметим, что при наличии n уравнений состояния соответствующая сопряженная система тоже будет включать в себя ровно n уравнений. Соотношение (13.12) в каждый момент времени представляет собой задачу на условный экстремум известной функции r переменных (по числу имеющихся управлений), которая, в принципе, может быть решена описанными ранее методами нелинейного программирование. Практическое решение всей системы условий оптимальности осуществляется итерационно так же, как и в скалярном случае (см., предшествующая лекция). 

13.3. Пример
Рассматривается система

                                                                                                              (13.13)
с начальными условиями

                                                                                                          (13.14)
На управление наложены ограничения, характеризуемые неравенством


Требуется минимизировать функционал


В соответствии с описанной методикой вводятся функции




Находим производные


 


Тогда сопряженная система (13.8), (13.9) характеризуется уравнениями

                                                                                             (13.15)
с краевыми условиями

                                                                                                             (13.16)
Наконец, условие максимума принимает вид


Здесь мы учитывали только те слагаемые, входящие в определение функции Н, которые явно зависят от управления, поскольку все остальные слагаемые будут присутствовать как в левой, так и в правой части равенства (13.12).
Обращая в нуль производную по управлению от функции Н, находим значение


Проверяя принадлежность этого значения в каждый момент времени множеству допустимых значений управления, приходим к формуле

                                                                      (13.17)
Полученная система условий оптимальности (13.13) – (13.17) решается итерационно так же, как и аналогичная система в предшествующей лекции.

13.4. Принцип максимума в задаче оптимального управления с закрепленным конечным состоянием
Мы рассмотрели задачу оптимального управления системой в случае, когда конечное состояние системы не фиксировано. Полученные результаты можно распространить и на случай, когда конечное состояние известно. При этом мы ограничимся исследованием скалярного случая. Пусть дана система, описываемая уравнением

                                                                                                                    (13.18)       
с начальным условием 
                                     х(0) = х0 .                                                                                          (13.19)                                   
Кроме того, задано конечное состояние системы
                                     х(Т) = х1 .                                                                                          (13.20)
Задается множество допустимых управлений
U = {u | a(t)< u(t)< b(t), t(0,T)}
и функционал


Задача 13.2. Найти такую функцию u из множества U, которая обеспечивает выполнение условия (13.20) и минимизирует на указанном множестве функционал I. 
В соответствии с описанной ранее методикой вводится функционал


Он совпадает с функционалом I, если функция х является решением уравнения (13.18). Тогда из условия
I  =  I(v,y) – I(u,x)  0  vU,                                           
следует неравенство
L  =  L(v,y,р) – L(u,x,р)  0 vU, р                                  
с сохранением всех принятых ранее обозначений.
Найдем приращение функционала

                        
где 
H = H(t,v,y,р) – H(t,u,x,р),
H(t,u,x,р) = р f(t,u,x) – g(t,u,x).                                        
Пользуясь описанной ранее методикой, получаем неравенство

                
где 
uH = H(t,v,x,р) – H(t,u,x,р), 
а  есть величина более высокого порядка относительно приращений управления и состояния.
Пользуясь интегрированием по частям, имеем


поскольку в силу условий (13.19), (13.20) состояния системы на любом управлении на границах заданного интервала времени принимают одни и те же значения. В результате приходим к неравенству

                              
Учитывая произвольность функции р, подберем ее таким образом, чтобы выполнялось равенство

                                                            .                                                      (13.21)
В результате получаем соотношение

                                            
совпадающее (с точностью до смысла входящих в него величин) с неравенством (12.10). Переход отсюда к условию максимума

                                                (13.22) 
осуществляется по той же схеме, что и раньше. В результате приходим к следующему утверждению:
Теорема 13.2. Для того чтобы управление u было решением задачи 13.2, необходимо, чтобы оно удовлетворяло условию максимума (13.22), где функции х и р – соответствующее ему решение задачи (13.18) – (13.21). 
В отличие от рассмотренного ранее случая мы не имеем краевых условий для функции р. В то же время функция состояния удовлетворяет двум краевым условиям. Данная ситуация оказывается допустимой, поскольку мы имеем дело с системой двух дифференциальных уравнений первого порядка (13.18), (13.21) с двумя краевыми условиями (13.19), (13.20).

13.5. Пример
Пусть состояние системы описывается соотношениями

                                                                                                                      (13.23)      

                                                                      .                                                           (13.24)                 
Имеются множество допустимых управлений
U = {u | | u(t) |  1, t(0,1)} 
и функционал


Требуется найти такую функцию u, которая минимизирует на множестве U функционал I при соблюдении заданного условия в конечный момент времени 

                                                                       .                                                           (13.25)
В рассматриваемом случае функция Н определяется равенством
H = р u – (u2  + x2)/2 .
Сопряженное уравнение (13.21) имеет вид

                                                                                                                   (13.26)
Из условия максимума, как и в примере 12.3 находим зависимость управления от функции р:

                                             .                                         (13.27) 
Таким образом, для нахождения трех неизвестных функции мы получаем систему уравнений (13.23) – (13.27). 
Для практического решения этой системы мы не имеем воспользоваться методом последовательных приближений, как это было в задаче со свободным конечным состоянием. Это объясняется тем обстоятельством, что для сопряженной системы конечное состояние не известно. В этом случае можно воспользоваться методом стрельбы, идея которого состоит в следующем.
Введем фиктивно начальное состояние для сопряженного уравнения

                                                                                                                              (13.28)
где число  пока не известно. Тогда мы получаем систему (13.23) – (13.28) относительно трех неизвестных функций и параметра . Теперь система (13.23), (13.24), (13.26), (13.28) представляет собой задачу Коши для соответствующей системы дифференциальных уравнений. Естественно, ее решение будет зависеть от параметра . Тогда соотношение (13.25) интерпретируется как уравнение относительно :

                                                                                                                           (13.29)


где  а  есть решение системы (13.23), (13.24), (13.26), (13.28) при выбранном значении .
Приближенное решение уравнения (13.29) можно найти, например, в соответствии с формулой:

                                                                                                     (13.30)







где  есть параметр алгоритма, который задается в соответствии с некоторым законом. Общая схема итерационного процесса состоит в следующем. Сначала задаются начальные приближения управления u0 и 0 рассматриваемого параметра. При известных значениях управления uk и k из задачи Коши (13.23), (13.24), (13.26), (13.28) находятся функции  и  Новое приближение управления  определяется из формулы (13.27) при  Значение  определяется по формуле (13.30), где 
Литература
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Задания на самостоятельную работу
Рассматривается управляемая система, описываемая уравнениями


с начальными условиями

                                               
На управление наложены ограничения, характеризуемые неравенством


Требуется минимизировать функционал


В следующей таблице задаются значения параметров задачи для различных вариантов:
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Требуется выполнить следующие действия:
1. Записать постановку задачи.
2. Записать функцию Н.
3. Записать сопряженную систему. 
4. Из условия максимума найти управление.
5. Записать итерационный процесс для системы условий оптимальности.


[bookmark: _GoBack]Задание.
Рассматривается система


с начальным состоянием

                                               
и конечным состоянием

                                                                                                                           (*)
или

                                                                                                                           (**)
Множество допустимых управление задается неравенством


Требуется минимизировать функционал

.
Значение параметров.
	№
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Требуется выполнить следующие действия:
1. Записать конкретную постановку задачи.
2. Определить функцию Н.
3. Записать сопряженную систему. 
4. Записать условие максимума.
5. Найти управление из принципа максимума.
6. Записать итерационный процесс для решения условий оптимальности.



Направления дальнейших исследований
Дальнейшее исследование задач оптимального управления будет продолжено в лекции № 14, где будет рассмотрен принципиально иной способ решения задач оптимального управления, основанный на динамическом программировании.
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